
Operatory na kratach Banacha

Lista 2 (kraty i sto»ki)

Zad 1. Pokaza¢, »e je»eli porz¡dek ≤ na X jest krat¡, to X wraz z operaacjami supremum i in�nimum tworzy

krat¦ algebraiczn¡ (X,∨,∧), tzn. dla ka»dego x, y, z ∈ X zachodzi

(x ∨ y) ∨ z = x ∨ (y ∨ z) (x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z)
x ∨ y = y ∨ x x ∧ y = y ∧ x
(x ∨ y) ∧ y = y (x ∧ y) ∨ y = y

Pokaza¢, »e ka»da krata algebraiczna (X,∨,∧) powstaje w ten sposób, dla pewnego porz¡dku.
Hint: Pokaza¢, »e zachodzi równowa»no±¢ x ∨ y = y ⇐⇒ x ∧ y = x i »e warunek przez ni¡ zadany de�niuje cz¦±ciowy

porz¡dek na X

Zad 2. Niech (X,≤) zbiór (cz¦±ciowo) uporz¡dkowany. Pokaza¢, »e wszystkie sko«czone podzbiory X posiadaj¡

supremum⇐⇒ wszystkie pary elementów wX posiadaj¡ supremum. Pokaza¢, »e wszystkie sko«czone podzbiory

X posiadaj¡ in�nimum ⇐⇒ wszystkie pary elementów w X posiadaj¡ in�nimum.

Zad 3. Pokaza¢, »e w uporz¡dkowanej przestrzeni wektorowej (X,≤), dla x, y, z, w ∈ X oraz α, β ∈ R
(1) x ≤ y oraz z ≤ w =⇒ x+ z ≤ y + w

(2) x ≤ y ⇐⇒ −x ≥ −y

(3) x ≤ y oraz α < 0 =⇒ αx ≥ αy

(4) x ≥ 0 oraz α ≤ β =⇒ αx ≤ βx
Zad 4. Niech (X,≤) przestrze« wektorowa uporz¡dkowana. Pokaza¢, »e dla dowolnych x ∈ X oraz Y ⊆ X
(1) je»eli istnieje supY , to istniej¡ inf(−Y ), sup(x+ Y ), i je±li istnieje x ∧ supY , to istnieje sup(x ∧ Y ) oraz

− supY = inf(−Y ), x+ supY = sup(x+ Y ), x ∧ supY = sup(x ∧ Y ).

(2) je»eli istnieje inf Y , to istniej¡ sup(−Y ), inf(x+ Y ), i je±li istnieje x ∨ inf Y , to istnieje inf(x ∨ Y ) oraz

− inf Y = sup(−Y ), x+ inf Y = inf(x+ Y ), x ∨ inf Y = inf(x ∨ Y ).

Zad 5. Niech (X,≤) przestrze« wektorowa uporz¡dkowana. Pokaza¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(1) (X,≤) jest krat¡ wektorow¡;

(2) dla ka»dych x, y ∈ X istnieje x ∨ y;

(3) dla ka»dych x, y ∈ X istnieje x ∧ y;

(4) dla ka»dego x ∈ X istnieje x ∨ 0;

(5) dla ka»dego x ∈ X istnieje x ∧ 0.

Je±li powy»sze równowa»ne warunki zachodz¡, to krata (X,≤) jest dystrybutywna

Zad 6. Pokaza¢, »e je»eli K ⊆ X jest sto»kiem w przestrzeni liniowej X, to przestrze« liniowa generowana

przez K pokrywa si¦ ze zbiorem K −K = {x− y : x, y ∈ K}.
Zad 7. Niech x1, . . . , xk ∈ X b¦d¡ liniowo niezale»nymi wektorami w przestrzeni wektorowej X. Pokaza¢, »e

zbiór Kx1,...,xk
:= {α1x1 + · · ·+αkxk : αi ∈ R+ = [0,∞)} jest sto»kiem w X. Kiedy sto»ek ten jest generuj¡cy?

Zad 8. Pokaza¢, »e izomor�zm liniowy Φ : X → Y zachowuje porz¡dek wtedy i tylko wtedy gdy Φ(X+) = Y+.

Zad 9. Pokaza¢, »e przestrzenie uporz¡dkowane X = Rn, Y = Rm z porz¡dkami zadanymi przez sto»ki

Kx1,...,xk
⊆ X, Ky1,...,yl ⊆ Y dla liniowo niezale»nych wektorów x1, . . . , xk ∈ X oraz y1, . . . , yl ∈ Y s¡ izomor-

�czne wtedy i tylko wtedy, gdy n = m oraz k = l.

Zad 10. Pokaza¢, »e przestrze« Rn z porz¡dkiem leksykogra�cznym, tzn. x ≤ y wtedy i tylko wtedy, gdy

x(1) = y(1), . . . , x(k) = y(k) oraz x(k + 1) ≤ y(k + 1) dla pewnego k = 0, 1, . . . , n jest liniowo uporz¡dkowan¡

przestrzeni¡ wektorow¡. Czy porz¡dek ten mo»e pochodzi¢ od sto»ka takiego jak w Zadaniu 7?

Zad 11. Niech (X,≤) przestrze« wektorowa uporz¡dkowana. Pokaza¢, »e X+ jest sto»kiem generuj¡cym wtedy

i tylko wtedy, gdy dla dowolnych x, y ∈ X istnieje z ∈ X+ takie, »e x, y ≤ z.
Zad 12. Pokaza¢, »e sto»ek K ⊆ X generuje na X porz¡dek ≤ który jest krat¡ wtedy i tylko wtedy, gdy K
jest �silnie generuj¡cy� w nast¦puj¡cym sensie: dla ka»dego x ∈ X istniej¡ x+, x− ∈ K takie, »e

(1) x = x+ − x−; (2) je±li x = u− v dla u, v ∈ K, to istnieje c ∈ K takie, »e u = x+ + c oraz v = x− + c.


