Operatory na kratach Banacha
Lista 2 (kraty i stozki)

Zad 1. Pokaza¢, ze jezeli porzadek < na X jest krata, to X wraz z operaacjami supremum i infinimum tworzy
krate algebraiczng (X, V, A), tzn. dla kazdego z,y, z € X zachodzi

(xVy)Vz=zV(yV=2) (xAY)Nz=xzAN(YyAz)
rVy=yVax TANYy=yANzx
(zVy) Ay =y Ay Vy=y

Pokazaé, ze kazda krata algebraiczna (X, V, A) powstaje w ten sposob, dla pewnego porzadku.
Hint: Pokazaé, ze zachodzi rownowazno$¢ =V y = y <= x Ay = x i ze warunek przez nig zadany definiuje czesciowy
porzadek na X

Zad 2. Niech (X, <) zbior (czesciowo) uporzadkowany. Pokazaé, ze wszystkie skoniczone podzbiory X posiadaja
supremum <= wszystkie pary elementéw w X posiadaja supremum. Pokazaé, ze wszystkie skoriczone podzbiory
X posiadaja infinimum <= wszystkie pary elementéw w X posiadaja infinimum.

Zad 3. Pokaza¢, ze w uporzadkowanej przestrzeni wektorowej (X, <), dla x,y,z,w € X oraz o, f € R
(1) z<yoraz z<w=—=2zx+2<y+w
2 r<y<— —x>-—y
(3) x<yoraz a<0= azr > ay
(4) x >0oraz a < f = ax < fz
Zad 4. Niech (X, <) przestrzeni wektorowa uporzadkowana. Pokazaé, ze dla dowolnych x € X oraz Y C X
(1) jezeli istnieje sup Y, to istniejg inf(—Y), sup(x +Y), 1 jedli istnieje 2 A sup Y, to istnieje sup(x AY') oraz
—supY = inf(-Y), x+supY =sup(z+Y), xAsupY =sup(z AY).

(2) jezeli istnieje inf Y, to istnieja sup(—Y), inf(z + Y'), 1 jesli istnieje = V inf Y, to istnieje inf(x VY') oraz
—inf Y = sup(-Y), x4+ infY =inf(x +Y), xVinfY =inf(x VY).

Zad 5. Niech (X, <) przestrzen wektorowa uporzadkowana. Pokaza¢, ze nastepujace warunki sa rownowazne:
(1) (X, <) jest krata wektorowa,

(2) dla kazdych z,y € X istnieje z V y;
(3) dla kazdych z,y € X istnieje z A y;
(4) dla kazdego = € X istnieje z V 0,
(5) dla kazdego = € X istnieje z A 0.

Jesli powyzsze rownowazne warunki zachodza, to krata (X, <) jest dystrybutywna

Zad 6. Pokaza¢, ze jezeli K C X jest stozkiem w przestrzeni liniowej X, to przestrzen liniowa generowana
przez K pokrywa sie ze zbiorem K — K = {z —y:z,y € K}.

Zad 7. Niech z1,...,z; € X beda liniowo niezaleznymi wektorami w przestrzeni wektorowej X. Pokazaé, ze
zbior Ky, . 2, i={aix1+- -+ ogxp : a; € Ry =[0,00)} jest stozkiem w X. Kiedy stozek ten jest generujacy?
Zad 8. Pokazaé, ze izomorfizm liniowy ® : X — Y zachowuje porzadek wtedy i tylko wtedy gdy ®(X;) = Y.
Zad 9. Pokazaé, ze przestrzenie uporzadkowane X = R", Y = R™ z porzadkami zadanymi przez stozki

Ky .z, ©€X, Ky, . 4 €Y dlaliniowo niezaleznych wektorow x1,...,x, € X oraz y1,...,y; € Y s izomor-
ficzne wtedy i tylko wtedy, gdy n = m oraz k = [.

Zad 10. Pokazaé, ze przestrzen R" z porzadkiem leksykograficznym, tzn. x < y wtedy i tylko wtedy, gdy
z(1) =y(1),...,z(k) = y(k) oraz z(k + 1) < y(k + 1) dla pewnego k = 0,1,...,n jest liniowo uporzadkowang
przestrzenia wektorows. Czy porzadek ten moze pochodzié¢ od stozka takiego jak w Zadaniu 77

Zad 11. Niech (X, <) przestrzeni wektorowa uporzadkowana. Pokazaé, ze X jest stozkiem generujacym wtedy
i tylko wtedy, gdy dla dowolnych z,y € X istnieje z € X takie, ze z,y < z.

Zad 12. Pokazaé, ze stozek K C X generuje na X porzadek < ktéry jest krata wtedy i tylko wtedy, gdy K
jest “silnie generujacy” w nastepujacym sensie: dla kazdego x € X istnieja xy,x_ € K takie, ze

(1) z=24 —x_; (2) jesli z = u— v dla u,v € K, to istnieje ¢ € K takie, ze u = x4 + coraz v = z_ + c.



